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Algebrd « I. Grupuri

0 Legi de compozitie pe o multime

1.1. Definitii si exemple

Din studiul diferitelor operatii intalnite pana acum (adunarea si
inmultirea numerelor, compunerea functiilor, adunarea si Inmultirca
matricelor etc.) se pot desprinde concluziile:

- cxista o mare diversitate atat In ceea ce priveste natura
multimilor pe care sunt definite aceste operatii (numere, funectii,
matrice, vectori, siruri, perechi ordonate...), cat si In ceea ce priveste
regulile specifice dupa care se opereaza cu clementele acestor multimi;

— operatiile algebrice intalnite au o serie de proprietati comune,
indiferent de natura eclementelor asupra carora opereaza (comutati-
vitate, asociativitate cte.).

Retinand aspcctele esentiale ale operatiilor. in acest capitol se va
face o prezentare a acestora intr-o forma generala prin intermediul
conceptului de lege de compozitie, concept care da posibilitatea folosirii
metodei axiomatice in algebra.

+ DEFINITH

Fie M o multime nevida.
* O aplicatic 0: MxM > M, (x, y) > 0(x,y) se numcstc lege de compo-
zitie (operatic algcbrlca) pe multimea M.

e Elementul o(x, y)eM, care corespunde prin aplicatia o perechii
ordonate (X, y)e MxM se numeste compusul lui X cu y prin legea
de compozitic o.

I¥" Exemple de legi de compozitie
+ Operatia de adunare , - * si operatia de inmultire .. - * pe multimile de numere *,

¥ G LR C
SETTNXN SN (X YY) xy,

TNXN o N (X Y) o x-y,
wt T IXE ST (X Y) o x-y.

Zx¥ >T (x, v)>xy. etc.

a1



Algehr_éﬂ'_l._G_rupuri B

¢ Operatia de adunare ,.*" pe multimea' 7 a'vectorilor din plan:

{ S L% 4 —>‘/,(5,B)aé+b.

* Operatiile de reuniune , « “. intersecctic , ~ *, diferenta , \ *, diferenta simetrica
LAY, pe mulfimea (M) a partilor (submultimilor) unei multimi M:

WU 2 (M)x 2 (M) > # (M), (A, B) > AUB,
AT A (M) 22 (M) > (M), (A, B) > A~B. cle.
¢ Operatia de compunere . " a functiilor pc multimea 4 (M)= {f ' f: M -» M}

2ot A (M)x g (M) > 4 (M), (f, g) >feg

Legile de compozitic sunt date in diferite notatii:
« In notatic aditiva se scrie o(x,y)=x-+y; clementul x - y ¢ M se
numeste suma lui x cu y, iar operatia o se numeste adunare.
» In notatic multiplicativa se scric o(x,y)=x-y; clementul x-ye¢M

se numeste produsul lui x cu y, iar operatia o se numeste inmultire.
Descori, daca o:MxM > M cste o lege de comporzitie (operatic alge-

bricd) pe multimea M, In loc de notatia o(x, y) se folosesc notatiile:

X0y, Xy, X*y,X |y, X _yetc.

Srobloma vegolvala
Pe multimea R sc defineste operatia algebrica ,, — “, astfel:

IRxE >R (X y) >x Ty Xy Xy

a) Sa se caleuleze: 27 3, 5~ ( 3),( 6) ( 8).

b) Pentru care clemente x ¢ B, avem x 2 8?

c) Sa sc rezolve ecuatia x 7 (x+1) = 1.
Solutie

a)2 3=2-3-2-3=1;5 (-3)=5( 3) 5-(3) 17, iar
(6) (8)-(6)(8) (6) (8 62

b)Avem: x~ 2=x-2-x-2=x-2. Din egalitatea x - 2 = 8 se
obtine x = 10.

c) Avem: x 7 (x-1)=x(x-1)-x (x-1)=x

x2 x-2-0 cu solutiile x; = -1, x5 = 2. Asadar: ( 1) “0=1si2 3=1.

2 x -1. Rezulta ccuatia

1.2. Adunarea si inmultirea modulo n
Fic neN un numar natural si a € 4. Din teorema impartirii cu

rest a numerelor intregi rezulta ca exista si sunt unice numerele q ¢ 7
sire{0,1,2,...,n- 1} cu proprietatea ca a = nq - r.



~ Algebri « 1. Grupuri

Numarul natural r care reprezinta restul Impartirii lui a la n, se
notedza a mod o (se citeste ,,a modulo n*) si se numeste redusul modulo n
al numarului ,.a".

Asadar, r'=a mod n.

Astfel, daca n = 6, atunci:

15mod6 = 3, 5mod6 =5, (~10)mod6 = 2.

Pc multimea 7 definim urmatoarele legi de compozitie:

a) ©:ZxZ > 17, a¢C b=(a-b)modn, numita adunarea modulo n.

a © b se numeste suma modulo n a lui a cu b.

b)) O:IxZ > aOb= (ab)mod n, numita inmultirea modulo n.

a O b se numeste produsul modulo n al lui a cu b.

Astfel, pentru n = 8, avem: 6 TEMA : )
6210 = (6 - 10)m0d8 =16mod8 = 0; Pentru n = 6 calculati:
©12 =(7-12)mod8 = 19mod8 = 3; £ 9.5, 268,
16 © 9, 90 4,
40 3=(4-3)mod8 - 12mod8 = 4; (-2) @ 3, (-5) © 5,
(-2) ©5=(-2)-5mod8+ (~10)mod8 = 6. (-7) @ (-9), (-9) 0 (-5),
- (2@9)03 (30798
| (2e9)os (3o7)es
1.3. Adunarea si inmultirea claselor de resturi

modulo n

Fie neN un numar natural fixat. Pentru a < £ notam
a= {a = nk { ke l} si r - a mod n restul impartirii lui a la n.

Din teorema impartirii cu rest, exista q ¢ £ astfel incat a=nq : r

Atunci, a = {a-nk|ke#}={r-nq-nk/ked}- {r-mh|hei}- r

Asadar, in determinarca multimii a esle esential sa cunoastem
restul impartirii lui a la n.

Multimeca a sc numeste clasa de resturi modulo n a lui a.

Decoarcce resturilc obtinute la impartirea cu n a numerelor intregi
potiO, 1, 2, - 1, rezulta ca exista numai n clase de resturi modulo n

-

distincte doua cate doua si acestea pot fi considerate 0.1,2... n=1L
Multimea clasclor de resturi modulo n sc¢ noteaza cu #, si putem

scrie Z,, ={O, R e h—i}.
Pe multimea #, se definesc urmatoarele legi de compozitic:
a) ,~“:#, xd, >4, ,a-b=a b, numita adunarea claselor de

resturi modulo n, iar a- b se numeste suma claselor a si b.



Algebrd e I. Grupuri

~

widy > ¥, a bsa®b numita inmultirea claselor de

b) &
resturi modulo n, jar a-b se numeste produsul claselor a si b.

* Fic 4,4 ::{O 1.2:¢

l\n \_"ﬂi
e
e
o]
£
£
:
N
[O})
[\o}
w
N
N
(@]
2!
0

De asemenea: 2-

3
oin 75 = {6 1,2, 3, ij avem: 2-1=3,2-3=0,2-2-44-3-3 ctc.

De asemenea: 22 =

6.&%0(,{1/0 Wlma/q

. Sa se calculeze in 7 :
9 (2] 9 (53) 6 0 (5
Solutie
Avem:a) (2)'-5.3.5-4.5-1 1) (3.4).6

o

—
[N

]

——

[929)

—
w

(D)
U1>
on
N>

A4 ~\3 A A A A ~ o~ o~ ~ o~ ~ pa ~ s =
c) (3) (5) 3.3.33-5:55-2.33.4.5-6.3-6-4:6-3,

B 2. Saserczolve in #, ccuatia 2x? - 2x - 0.
Solutie

Solutiile ccuatiei pot fi doar clemente ale multimii {O._ i Q A%}

Fic f(x) - %2 - 2x. Avem:

A A O TEMA
o f 0) #2:0-2-0=0-0=0; Rezolvati ecuatiile:
1)-5.9.5.0 5.5 8 3x+8-0, in Z;

b) 3x%+3x =0, in y £
c) 2x%+3x+2-0, in Zy.

In concluzie, solutiile ecuatiei date sunt 0,1, 2, 3. Dupa cum se

observa ecuatiile de gradul 2, pe multimi diferite de cele uzuale, pot
avea mai mult de doua solutii.

1.4. Parte stabila. Lege de compozitie indusa

Fie M o multime nevida si ,,o“ : M x M -» M o lege de compozitie pe M.
« DEFINITIE

¢ O submultime S © M se numeste parte stabild a lui M in raport cu
legea de compozitie ,c“ dacd V x, y € S implica xcy e S.

8



Algebra « L. Grupuri

Pentru cazul S'= M se spune ca’'M este parte stabila in raport cu
legeca‘de compozitie <.
¥ Exemple

+ Multimile de numere N, Z, [ sunt parti stabile ale lui k& in raport cu operatia de
adunare si operatia de inmultire a numerelor reale.
¢+ Multimile p™- {px X € \\}, cu p ¢ ™ sunt parti stabile ale lui ™ in raport cu

operatiile de adunare si de inmultire a numerelor naturale.
+Fie ./#,(C) multimea matricelor patrate cu elemente din multimea C.

Submultimea S ¢ - #,(C) a matricelor inversabile este parte stabila a lui - #, (C)

in raport cu inmultirea matricelor.

Suorcilic voqoloal

X 1. Fie Hc .#y (tl:) H-= a?+b? = 11. Sa se arate ca H este

parte stabila a multimii ./, (C) in raport cu inmultirea matricelor.

Solutie
/ a b\ /X N
Fie A, B ¢ H, A= , B ; si a2:b% =1 x*+y*: 1. Se
cboa) ey X |
fa b /x y' lax Db ay - bx )
obtine: AB . y y y )

b a; -y x, -ay bx - by-ax,
Folosind proprietatea det(AB) = det(A)-det(B) rezulta ca:
det(AB) = <a2 - bz)(x2 - y2) =1 si astfe] (ax- by)2 +(ay - bx)2 =1. (2)

Din relatiile (1) si (2) rezulta ca AB ¢ H, deci H este parte stabila a
multimii . #, (€) in raport cu inmultirea.

2. Sa se arate ca multimea £, = {0, 1, 2, ..., n—1} este parte stabila

a lui Z in raport cu adunarea modulo n si inmultirea modulo n.

Daca a, be¢ .4, atunci, din definitic. a©b si a®Ob reprezinta
restul impartirii numerelor a -~ b sia - blan. In concluzie, a@b si aGb
sunt elemente ale lui .#.

Daca H este parte stabila a lui M in raport cu legea de compozitie
o : M x M > M, atunci pe multimea H se poate defini o lege de
compozitie v : H x H -» H, considerand u(x, y)=o(x, y), V x, y ¢ H.



Algebrg « |. Grupuri

Legea de compozitic v se numeste legea de compozitie indusi pe
multimea H de.catre legea de compozitie o.

Pentru simplificarea scrierii, se obisnuieste sa se foloseasca
acceasi notatie pentru legea de compozitie pe M si legea de compozitie
indusa pe H.

1.5. Tabla unei legi de compozitie

Fic M o multime finita,

. a, ag a so a
M={a), ay, ., a,} sio:MxM-—» 2 |71 92 J n

-> M o lege de compozitie pe M.

Legea de compozitie o poate ag
fi descrisa printr-un tablou cu n _
linii si n coloane corespunzator S
clementelor a;, a,, ..., a,. La inter- &G | (p(ai, aj)
sectia liniei i cu coloana j se afla

clementul o (ai, a, )

Accst lablou se numeste
tabla legii de compozitie sau
tabla lui Cayley.

Tabla unei legi de compozitic are un rol deosebit in periectionarca
calculclor algebrice, precum si In verificarca unor proprictati ale acesteia.

1. Fie - {/ cC

z* = 1}. Sa sc arate ca H este parte stabila a
multimii € in raport cu inmultirea numerelor complexe.
Solutie

IEcualtia z% =1 se scric (z2 1)(z2 - l) =0, 1 -1 i

-1
-1 1 -1 i —~i
de unde se obtine ze{-1 1,1 -i} = H. Alcatuim | |_; |  ;
- i -1 -1 1
i —i i 1 -1

tabla opcratiei de inmultire pe H.

Dupa cum sec observa din tabla operatiei,
toate rezultatele obtinute iIn urma compunerii
clementelor apartin multimii H. In concluzie, multimea H este parte
stabila a lui € In raport cu inmultirea.

2. Sa sc alcatuiasca tablele operatiilor de adunare si de inmultire
modulo 4 pe .4, si de adunare si de iInmultire pe multimea claselor

de resturi 4.

10



Algebrd e I. Grupuri

Solulie
Avand in vedere'modul in care s-au definit operatiile pc multimile

) i .
A, st d, avem:

el 0o 1 2 3 c|l 0 1 2 3
ol o 1 2 3 0O/ 0 0 0 O
1/ 1 2 3 0 1/ 0 1 2 3
21 2 3 0 1 2,0 2 0 2
313 0 1 2 3] 0 3 2 1
+10 1 2 3 Ou 4 2 5 3
6/ 6 1 2 3 ol 0 6 6 0
111 2 3 0 ilo 1 2 3
212 3 0 i
313 0 1 2 316 3 2 1

3. Pe multimea R se considera legea de compozitic x <y = Xy - X -y,
V X,y e R Sa sc arate ca multimea M = [-2, 0] este parte stabila

a lui R in raport cu legea de compozitie ,, -

Solutie
Trebuic aratat ca daca x, y ¢ [ 2, O], atunci x =y ¢ [ 2, O]. Dcoarcce

X, ye[-2.0], rezultaca 2<x<0, 2<y<Osau l<x-1<1, 1<y+

- 1 < 1 si se obtin incgalitatile: x -1/ <1, |y -1/ <1. Prin inmultirc avem

Dupa reduceri se obtine: -2 <xy + x - y <0, deci x-y e[-2, O].

EXERCITII SI PROBLEME

EXERSARE

El. Pe multimea Z se defineste opera-

1 a
tia algebrici o™ astfel: x o y= 2x + E2. Pe mul‘tlmea M = {(a 1] ae D}

+y-3.VxyelZ definim operatia algebrica A 1l B=

a) Sa se calculeze: 4 o 7, 80(-1), =8A-2B, V A, Be /.

(-8) >3 si 3.(-8). a) Si se arate ca I, € ..

b) Sa se afle valorile Z pentru 1 3 1 2
) il P T b) Sa se calculeze 4L .

care xo(3x-1)=6. 31 21

c) Si se rezolve ecuatia (x+ 1) 3 = c) Sa se determine a € R, stiind ca
2
1 a 1 a
=5o(x2—8). 1 =1,.
a 1 aZ 1

11




Algebré e I. Grupuri

Sa se calculeze:
a) 18 mod 5; 28 moaod 6; 17 mod._8;

(-3)mod 4;

b) 56 4; 6 ® 11; (-2)85; (-4)©
©(-13), dacain=9;
c]207 508; (-3)017;
©(-11), daci n = 10.

E3.

(-5)0©

Sa se calculeze:

a) 23,21, 9,23, 27 in Tg;
b) 2+11,83+7,5+9 in Y ¥
(3)". )"

d) (§+§)-(Z+§)-(§+§) in Z,.

E4.

A A A A

c) 2-4,4.3,

~

3

~

5) in Zg;

E5. Sa se rezolve ecuatiile:
a) 2x+1=0, in y 2%

b) x2+1=0, in Is;
¢)3x2-x+2= 0, in X,
d) x*+2x+3=0, in zs.

E6. Pe multimea R se definesc opera-

tiile algebrice: x c y = x + y — xy si
xTy=x-y+2xy,Vx,yecR Sise
rezolve:

a) ecuatia x o x = x T x;
(x+3y)o3=-19

b) sistemul .
{(x -2y) T 2=-22

E7. Pe multimea M={0, 1, 2, 3, 4} se
considera legea de

Xxoy=x-y|,V x yeM.

compozitie
Sa se
alcdtuiasca tabla operatiei si sa se
arate ca M este parte stabild in raport
cu aceastd lege de compozitie.

E8. Sa se alcdtuiascid tabla operatiei

»o" pe multimea M si si se studieze
daci multimea este parte stabili
in raport cu %, daca:

a) M= {x e N x divide 12},
xoy=cmm.d.c.(xy);

b) M={2, 3, 4, 5},

xoy=min(x, y);

12

c) M={0,1, 2, 3, 4},

Xxoy =max(x, y).

E9. Sd se arate cid multimea M este

parte stabild in raport cu legea de
compozitie specificata:
a) M=[2, +®), Xoy =Xy~

-2(x+y)+6;
a 2b

b) M:{[b ] a, be D}, in raport
a

cu adunarea matricelor;
(fa 2b) Py 2
c)M=i a,beQ a”-2b"=1;,
b a
in raport cu inmultirea matricelor.

E10.Pe multimea M = {1, 2, 3, 4} se consi-

dera operatia algebrica , o “ a carei
tabld este data mai jos:

=123 a
1|13 a1
2 |13 42
3] 213 a
a4 3|21

a) Sa se determine: x=10(203),
y=4:(3¢2), z=(102)c(304).
b) Séd se rezolve ecuatiile: x o 2 = 4,
4ox=2six020x=1.

c) Si se rezolve sistemele de ecuatii:

{

1 a
E1l1.Fie Jt:{A:[o 1] ae-l:} -si le-

gea de compozitie X | Y=X+Y-1I,,
V X,Y et (C), definitd pe multi-
mea M, (C) .

Si se arate ca multimea .# este
parte stabilda a multimii #, (C) in

raport cu operatia de inmultire a
matricelor si in raport cu operatia
WL

Xoy=1

02 =
* ysi z
(x+1)oy=1

ya2:x



Al.

A4.

Si se determine multimile M c Z,4,
care sunt parti stabile ale lui Z,4
in raport cu operatia de adunare.

Sia se arate cd multimea M este
parte stabild in raport cu operatia
specificata:

a) M=(a, +»), Xxoy=xy—a(x+y)+

+aZ+a;
b) M=[4, 6], xoy=xy-5(x+y)+30;
c) M=(-1, 1), xey= Xty

+xy

Pe multimea M=(2, + ) se consi-
derd legea de compozitie:

X°y=—xﬂ-, VYV x,ye M.
x+y-3

Sa se arate ca M este parte stabila

“

in raport cu ,, o

Se considerd multimea

l[\/S} = {a+ bY3 a, be l}.

Sa se arate ca:

a) multimea Z [\/5 ] este parte stabili
in raport cu adunarea si inmultirea;
b) multimea M = {a +by3 a, bek

a2-3b%= 1} este parte stabila a mul-
timii l[J 5] in raport cu inmultirea.
Fie functiile f;, f,, f3, f; : R\ {0} >

1

> R\{0}, fi(x)=x, f(x)= X
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APROFUNDARE

A6,

A7,

AS8.

A9.

Algebrd e |. Grupuri

f3(x)=-x, f4(x)= —»11;. Sa se arate

cd multimea M = {f}, f,, f3, f;} este

parte stabila in raport cu compu-
nerea functiilor.

Fie M = (2, + ) si legea de compo-
zitie pe M, x c y =Xy - 2x - 2y + a,
Vx,ye M.

a) Sa se determine valoarea minima
a lui a € R, astfel incat M si fie
parte stabila in raport cu ,0".

b) Sa se rezolve ecuatia 4 - x = 8.
c) Sa se rezolve sistemnul:

(x+2)o(y-3)=46 entru a = 50
(2x+1)s(y+1)=59" " o

Sa se studieze daca multimea M
este parte stabila a lui € in raport
cu inmultirea:

a) M:{zec z3=1}:
b) M={zeC z=2z}:
c) M:{zec z2=z};
d) M ={z e C|Re(z) = 0}.

Sia se determine multimile finite
M c R, care sunt parti stabile ale
lui R in raport cu operatia de
inmultire. Aceeasi problema pentru
multimea C.

Fie M o multime cu 3 elemente. Sa
se determine numarul legilor de
compozitie care se pot defini pe
multimea M. Generalfzare.



